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Aufgabe 1 (2 + 2 + 6 Punkte). Beweisen Sie folgende Aussagen:

(ii) h_}rgon({”/f— 1)=1Inz firz >0,

(iii) lim ———— = —.
z—0 x2 2
Hinweis: Zum Beweis dieser Aussage konnen Sie sich von der Herleitung des Grenz-
werts

et =1
lim =
z—0 €T

1

und der dazugehdrigen Restgliedabschdtzung aus der Vorlesung inspirieren lassen.

Lésung. (i) Fur alle x > 0 ist

Inz

T — 61n2 x—:r;'
ex
Es reicht also zu zeigen, dass lim,_,.(In® z — 2) = —oo. Eine Umformung liefert

ln2$—x:$<<$/€>2—l). (1)

Sei nun (x,),en eine beliebige Folge positiver Zahlen mit lim,, . x, = co. Aus der Vor-
lesung wissen wir, dass

Inz
im — =0,
x50 pl/2
also insbesondere
. Inzx,
lim =0
n—oco ,.1/2
In




Dann folgt mit fir alle n > N, dass

nz,\ 1 3 3 4
2 n
. 3”‘9”:95((33/) ‘1)S”C"(Jl):‘wiwgk:—K’

was lim, oo (In” z — 2) = —o0 zeigt und den Beweis abschliefit.

(ii) Wir formen zunéchst um:

Sei v € R mit " = x (existiert, da z > 0 und die Exponentialfunktion surjektiv ist).
Dann ist obiger Ausdruck gleich

u u
en — 1 en —1 oo
T = —— u=Inx.

n
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Dabei folgt die Konvergenz aus dem aus der Vorlesung bekannten Grenzwert

et —1
lim =
z—0 x

1.

(iii) Fir beliebiges 0 < z < 1 schreibe e” = 1 + x + 2?/2 + R3(z), wobei

OOI.TL

R3<.T) =

n=3 ﬁ
Wegen 0 < z < 1ist 2" < 22 fiir alle n > 3, also folgt

=1
Rg(x)§x32—'§e~x3.

n—3 1

Weiter ist
" —1—x  2?/24 Rs(x) 1 N R3(z)

x? x? 2 x?
Der zweite Summand konvergiert gegen 0, denn mit der vorherigen Abschiatzung haben

WIr
3

O<R3(x) <e-x —e.z 290,

2 T 2

Wir schliefien lim, o(e® — 1 — x)/2? = 1/2, wie gewiinscht. O



Aufgabe 2 (jeweils 2 Punkte). Berechnen Sie jeweils den Real- und Imaginérteil sowie
den Betrag der folgenden komplexen Zahlen:

o e o
(i) T—i/3 (ii) T (iii) (1 —4)%,
(iv) 1—1Fi+1ii’ (v) Gii) fiir k € Z.

Liosung. Es bezeichne z immer die komplexe Zahl aus der jeweiligen Teilaufgabe.
(i)

2 _ 2043 _2+4i-2v8 1 VB
1—iv3  (1—iV/3)(1+iv3) 12432 2 2
Also
1 V3 N2 [(V3)
Rez-§, IIIlZ—?, |z|—\l<2) +<2> = 1.
(ii)
N ) () I
1+i (Q+i(1-4 2 '
Also
Rez=-1, Imz= -1, |z|:\/(—1)2—|—(—1)2:\/§,
(iii)
(1—9)?==2i, (1-4)"=(-2i)"=—4
Also
Rez=—-4, Imz=0, |z|=4/(—-4)2?+02=4.
(iv)
Lo 2 1-it2040) _3+i_3 .1
1+i 1—i (1+9)01—-4) 2 2 2
Also
3 1 3\2 /1\? V10
Res=g Ime=g FH=y/(5) +(3) =5
(v)
L+i (140?20
1—¢ 2 2 "
also

1 falls k = 4n fir ein n € Z,
1+ k_,k 1 falls £k = 4n + 1 fiir ein n € 7Z,
(1—2') - —1 fallsk=4n+2 fireinn € Z,

—1  falls k=4n + 3 firein n € Z.

Real- und Imaginarteil liest man sofort anhand des jeweiligen ks ab und |z| = 1 fiir alle
ke Z. O



